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Die bipolare Entwicklung einer Weehselwirkung, welche vom Abstand zweier Punkte 
abh/~ngt, wird vermittelst der Fouriertransformation hergeleitet. Dies ffihrt zu einer neuen 
Darstellung der radialen Entwicklungskoeffizienten, n/~mlich als Integrale fiber sph/~rische 
Besselfunktionen. Es wird gezeigt, dab diese Form der bipolaren Entwicklung zur Berechnung 
von Elektronenwechselwirkungsintegralen zwischen drei und vier Zentren geeignet erscheint, 
da im Gegensatz zu friiheren Darstellungen die ZcrlegLmg des Raumes in verschiedene 
Integralbereiche mit komplizier~en Begrenzungen fortfi~llt. Die entwickelte Nfethode erlaubt 
auch, ffir nichtzentrosymmetrische Wechselwirkungen eine bipolare Entwicklung herzulciten. 

The bipolar expansion of an interaction potential between two points is derived through 
use of the Fourier transform. A new representation is found for the radial expansion coefficients, 
viz. in terms of integrals over spherical Bessel functions. This form of the bipolar expansion 
is shown to be particularly suited for the evaluation of electroninteraction integrals, since the 
space is not divided in various regions of integration with complicated boundaries. By this 
method it is also possible to derive a bipolar expansion for non-centrosymmetric interactions. 

A l'aide de la transformation de Fourier nous obtenons le d6veloppement bipolaire d'un 
potentiel d'interaetion d6pendant de la distance de deux points. Les coefficients radiaux sont 
alors dorm6s par des int6grales sur des fonctions sph6riques de Bessel, ce qui en constitue une 
repr6sentation nouvelle. Cette forme du d6veloppement bipolaire est particuli~rement bien 
adapt4e au calcul des int6grales d'interaction 61ectronique s 3 ou 4 centres, puree qu'il n'est 
plus n6cessaire de d6eomposer l'espace d'int6gration en plusieurs domaines aux limites com- 
plexes. Cette m6thode permet 6galement un d6veloppement bipolaire pour des interactions 
de sym6trie inf~rieure. 

Einle i tung 

Die Wechse lwi rkungen  zwischen Elek t ronen ,  welche in der  moleku la ren  
Quan tenmechan ik  eine wesentl iche Rolle  spielen, s ind bekannt l i ch  Ursache  
m a t h e m a t i s c h e r  Kompl ika t i onen .  Insbesondere  bere i ten  die Energ ie - In tegra le ,  
welche sich fiber drei  oder  vier  A tomorb i t a l e  yore  Sla terschen T y p  (STAO's)  er- 
s t recken,  t ro tz  muncher  Fo r t s ch r i t t e  noch erhebl iche Schwiei~gkeiten. Nun  be- 
ruhen  alle Methoden  zur  Berechnung solcher In tegra le  au f  geeigneten En twiek-  
lungen yon  r ~  1 i.e. des inversen Abs t andes  zweier Volumelemente ,  und  fiir die 
In tegra le ,  welche sieh fiber drei  und  vier  Zen t ren  ers t recken,  b ie te t  die sogenannte  
bipolare Entwicklung einen mSgliehen Ausgangspunk t .  Diese En twick lung  wird  
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in der vorliegenden Untersuchung in neu:rt iger Weise diskutie:4 und eine Formu- 
lierung gefunden, welche zur Integralberechnung aussiehtsreieher erscheint. 

Ein spezieller Fall de r bipolaren Entwicklung wurde zuerst yon CARLSON und 
RUSHB~OOKE betrachtet  [1]. Der allgemeine Fall wurde sp~iter yon BUEHLSR und 
H:~xSO~:~LD~t~ behandelt, welche alierdings die Ent~dcktungskoeffizienten nur 
yon Term zu Term in numerischer Form angeben konnten [2]. Die allgemeine 
mathematische Natur  der Funktionen, welche dis Entwicklungskoeffizienten 
darstellen, wurde erst kfirzlich in zwei schSnen Arbeiten y o n  S A C K  klargestellt 
[3, 43. 

Im folgenden leiten wir die bipolare Entwieklung mit Hilfe der Fourier- 
Transformation her. Dieser Weg ist wesentlieh einfacher und durchsichtiger als 
die frfiheren Ableitungen und erlaubt auch, den Fall des niehtzentrosymmetri- 
schen Weehselwirkungspotentials ohne Umstande zu erledigen. Ferner geIangt 
man so zu einer anderen Darstellung der Entwicklungskoeffizienten, welehe in 
gewissem Sinne flexibler ist und fiir die vieldimensionale Integration deshalb ge- 
eigneter erseheint, weft die Aufteilung des Raumes in mehrere Integrations- 
bereiche mit komplizierten Grenzen und verschiedenen Integranden fortfiillt. 
Naturgemal~ bezieht sieh diese Art der Ableitung auf solche Wechselwirkungs- 
potentiale, fiir welehe Fouriersche Integraldarstellungen existieren. 

1. Allgemeine zentrosymmetrische Wechselwirkung 
Es sei f(r:2 ) eine Funktion des Abstandes r:3 = [ xl  - x~ ] , welehe eine Wech- 

selwirkung zwischen den Punkten x:  und x~ bedeutet. Sie werde dutch das 
Fourierintegral 

/(r:~) = (27~) -~/2 f dk r jR(x: - x2) (i) 

dargestellt, in welchem 

bedeuten und r nur yon k abhs Wir ffihren nun zwei willki~rliche Zentren 
XA und XB ein und definieren die Abst~nde 

r ~  = x :  - x A ,  r ~  = - ( x 2  - x ~ ) ,  r 3  = x A  - x B .  (2) 
Dann l~Bt sich die Integraldarstellung (i) in der Form 

/(~,~) = (2=)-'~, .I d k  r jk~, jk~ jk~ (3) 

schreiben. In dieser Gleiehung substituieren wir nun die Entwicklung ffir ebene 
Wellen in Kugelwellen, n~mlich 

1 
elkr = 4~ ~ ~ i l" iz(kr) Ytm(0~0) Y~*(O'q/), (4) 

/=0  m = - - I  

wo die Yzm Kugelfunktionen sind und ]z(x) die spharischen Bessel/unktionen, 
welche mit den reguls Besselfunktionen erster Art, J~(x), dutch die Identitgten 

i~(x) = (7~/2x) ~/'~ Jz+,/~(x) (5) 

zusammenhi~ngen. In  G1. (4) sind fiir k und r Kugelkoordinaten eingefiihrt gem~13 : 

r = r{cos ~ sin 0, sin ~ sin 0, cos 0} (6) 

k = k{eos ~' sin 0', sin ~' sin 0'~ cos 0'}. (6.1) 
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Dreimalige Substitution yon GI. (4) in G1. (3) ergibt die bipolare Entwieklung 

/(r~s ) = ~ C(l ,m) R(l) Y ( l , m ) ,  (7) 
l, m 

w o  

und 
= {/1 ls 13}, ~ = { m l  m s  m s } ,  (8) 

co 11 oo 12 c~ 13 
= ~ ~ ~: ~ ~ ~ (s.~) 

l m  11=0 m I = - I  1 l~=O m s = - l ~  I a=O m a = - l  a 

bedeuten. Die Faktoren C, R und Y sind folgendermal3en definiert : 

C ( l , m ) - -  2:rs f f dO'sinO' d T' Yz*ml(O',q~') Y~n~(O',qJ) Y~m3(O',~o') 

: ~'/0 [(ez~ + t) (els + 1) (els + ~)]~/~ ( l~ zs is ~ [l~ Is ls~ 
\m 1 m s m~] \ 0 0 0 ] (9) 

Y( l ,m)  = Yhm~(O~qJ1) Yz2m2(O2q)2) Yl3m~(Osq)3), (iO) 
co 

R(I) = 1 6 ( 2 z )  - ~ h  i ll + 12 + l, J d]~ ~2 r  ]ll(]~rl) ]l~(~rs) ]/a(]cra) . ( i i )  

o 

In G1. (9) stellen ( l~ l s l 3 ~ die Wignersehen 3)'-Koeffizienten dar. Die C(l,m) sind 
\m I m~ ms/ 

nur dann yon Null verschieden, wenn die folgenden drei Bedingungen alle erffillg 
sind : 

l 1 + l s + 1 s = gerade, m 1 + m~ -~ m 3 = 0 ,  h ~ Ij ~- lk . (t2) 

Die durch die G1. (7) bis (11) gegebene Form der bipolaren Entwicklung unter- 
scheidet sich yon der durch SAc~: auf anderem Wege abgeleiteten durch den Aus- 
druck ( i t )  ffir die Radialfunktion R(l). Um die Beziehung zu Sack's Formulierung 
herzustellen, bemerken wir, dal~ die sph~rischen Besselfunktionen yon G1. (5) den 
folgenden Identit~ten gen/igen 

e ~xt = ~ (2l § ~) it ]~(x) Pl(t) , (13) 
l=0 

1 

i l jl(x) = �89 ~ dt P~(t) e Ixt . (~3.1) 
r  

--1 

Durch dreifaches Einsetzen der Integraldarstellung (13A) in der Definition ( l i )  
erh~lt m~n ffir R(1) den Ausdruck 

1 1 1 

R(l) = ~ dt x ~ dQ ~ dt s Plx(tl) Pl~(ts) Pl~(ta) (/(tit I + rut 2 ~- rata) (14) 
--I --i --I 

mit 
co 

g(u) - , (2~)- /~ /~2r e i~ .  (i5) 
o 

Wenn man in G1. (13) die Substitutionen t I -~ (-11) , t s ~ ( - Q ) ,  t s -,  ( - t s )  vor- 
nimmt, finder man, d~l~ g(u) auch durch g ( - u )  ersetzt werden kann, da wegen des 

26* 
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Verschwindens der Koeffizienten C(lm) die Summe 11 + 12 -~ 1 a stets gerade ist. 
Folglieh kann man in G1. (14) anstelle von g(u) aueh 

a(u) = �89 + g ( - u ) }  = (2~)-'z, ~ dk k~ r e~,, (16) 

G(u) = (d/du) {(2~)-'h i dk(-- ik)  r d ~u} (16A) 

benutzen, da r = r ist, wie aus den G1. (29), (30) erhellt. 
Andererseits kann die Fourierdarstellung (1) folgendermagen umgesehrieben 

werden: 

l(r) = (2~) -~/, ~ dk ,d(]c) eikr 

oo  

= (2~)-'/, f dIc ]c2r f f dO'sinOdq~'e lkrc~ 
0 

eo 1 

0 - -1  

= (2~) -~/, ~f dIc (-ik,/r)  r162 e ~r 
- - O O  

+ c o  

r/(r) = (--i) (2~) J/~ f d]c/c r e ~r . (17) 

Diese Gleiehung gilt ffir r > 0. Im Fa l le r  < 0 folgt aus G1. (t7) 
+ c o  

r/(--r) = (--i) (2z)-V, f dk/c r e tkr . (17A) 

Man finder daher 

G(u) = (d/du) {ul( I u 1)} (i8) 

fiir u <> 0, und damit ist die Beziehung zu Sacks Ergebnissen [4] hergestellt. 

2. Coulombsche Weehselwirkung und Mehrzentren-Integrale 

Die Funktion 
/(r) = r~-~ e-~r (~ > 0) (19) 

hat die Fouriertransformierte 

r = ( 2 1 ~ ) ' / ~  ( - ~ l ~ f f ) , ,  (k ~ + ff~)-~ . (20) 

Ffir imagin&res ,u besehreibt/(r)  eine verallgemeinerte Kugelwelle, ffir positives 
/~ beschreibt ](r) ein anziehendes Potential. Ffir n = 0, # = 0 ergibt sich das 
Coulombpotential, und ffir dieses existiert demnach eine bipolare Entwicklung 
mit der sieh aus G1. (11) ergebenden l~adialfunktion 

R(I) = (t6/~) i~l+t,+l~ [ dk jll(krl) ]t~(kr~) ]13(kr3) . (21) 
0 
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Der Zusammenhang mit  Sacks Ergebnissen kann auf zweierlei Weise hergestellt 
werden. Substitution yon r in G1. (16) ergib~ ffir G(u) die Dirac delta-funktion 

+co 

G(u) = ~-1 ~ dis dg u = 2~(u) , (22) 
- - o o  

in Ubereinstimmung mit  Sacks zwei~er Arbeit [4]. Andererseits ist bekannt,  dab 
das Integral  (21) proportional dcr Appelfunktion F 4 ist [5], dutch welche R(I) in 
der ersten Sackschen Arbeit dargestellt wurde [3]. Mit I-Iilfe yon (22) ergibt sich 
aus Gleichung (14) auch die Darstelhmg 

+co +co 

~(~) ~ (2/rl?'2r3) ~dsi lds2~)ll(81/ri) Pl~(s2/r2) pls(-- sl--  s2/ra) 
--co --cx) 

wobei 
pl (x)  = p l (x)  , f~ir I x l  < 1 ,  

= 0 , f a r  [ x l > t .  

Die Integraldarstellung (21) erscheint zur Bcrechnung yon Multizentreninte- 
gralen geeignet, und zwar vor allem deshalb, well alle bisherigen Methoden in den 
vier Gebieten 

S0:  I t 1 -  r e ] ~ r a g r 1-[- r 2 

S 1 : r 1 ~ r~ -~ r a 

$2: r2 _> r a -~ r 1 

Sa: ra ~ rl d- r~ 

zu wesentlich verschiedenen /un/ctionellen Formen von R(I) geffihrt haben, wodurch 
die sechsdimensionale Integrat ion sehr verwickelt wird. 

Benutzt  man hingegen die Darstellung (21) zur Berechnung des Integrals 

J = _I (23) 

so erhiilt man 

J = ~ C(lm) Yhma (03~a) Flm(ra) (24) 
lm 

wobei 

und 

o o  

Flm(ra) = (~6/~) i~+l~+l~ f dk F'zlm~(k) F"l~m2(lc) }ta(kr3) 
0 

(25) 

 ,lloll )=f f f vl  11 l101 i) J 11 rl)o'lrl), 

sind. Komplizierte Begrenzungen yon Integrationsbereichen treten nich~ auf. I m  
Fall eines Vierzentrenintegrals w/ire 

co' = ZAZC , (27) 

a)" = ZBZD, (27.1) 
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wobei ZA, ~B, ZC, ~D Atomorbitale sind. Zweekm~Big wird man dann die in G1. (2) 
eingeffihrten Zentren etwa mit den Atomzentren yon ZA und XB identifizieren. 

Die Auswertung der Integrale (25) und (26) bereitet selbstverst&ndlich immer 
noch gewisse Schwierigkeiten, aber Fortschritte auf dem Gebiet solcher Fourier- 
quadraturen sind in letzter Zeit yon verschiedenen Autoren erzielt worden [6, 7, 
8, 9, 10]. 

3. 5~ichtzentrosymmetrische Wechselwirkungen 

In seiner zweiten Arbeit [4] wirft SACK das weitere Problem auf, eine bipolare 
Entwieklung fiir Weehselwirkungspotentiale yon der Form/(r12 ) Y~m(O12q~12) zu 
finden, ohne indessen zur allgemeinsten LSsung zu gelangen. Vermittelst der 
Fouriertransformation kommt man aueh hier recht einfach zum Ziele, und die 
LSsung ist nicht wesentlieh komplizierter als im zentrosymmetrisehen Fall. 

Die Fourierdarste]lung des Wechselwirkungspobentials wird jetzt  

f(r12) YLM(O12, ~12) = (2i7~) -8/2 f 4k r YLM(O'~J) elk(x1-x2),  (28) 

wobei/(r)  und r dureh die Hankeltransformation in Beziehung stehen. Setzt 
man n~mlich 

rl(r ) = g(r) , i l k  r = ~(/c) , (29) 
dann grit 

oo 
F(/c) = (2/~) 1/2 [ dr(for) jL(Icr) g(r) (30) 

0 
oo 

g(r) = (2/z)'h f dk(kr) ]L(kr) yJ(/c). (30.t) 

0 
Die in Abschnitt I durchgefiihrte Ableitung l&•t sich hier in gleicher Weise wieder- 
holen, und man erh~lt aueh das gleiehe Resultat, mit der einzigen Ausnahme, da6 
jetzt  die Konstante C(lm) nich~ mehr dutch G1. (9) bestimmt, sondern dureh die 
allgemeinere Definition 

CLM(lm) = 2~r~ f [ dO' sin O'd v' YLM(O'v' ) Y~ml (OV) Y~'~2 (O'cf') Y*,.m, (O'qY) 
= 1~( _ i )m,  Z (24 + i) [(2L + t) (2Zl + l) (212+ 1) (213 + 1)] 1/2 x 

N ~ i l l ~  ~( ~1213 ~ ( ~ 0  
\ M  m: fl] \#  m~ ma/ 

wobei 
M = m 1 + m~ + m 8 , ff = m2 + m a (3i.t) 

ist. 
Aus G1. ( l i )  kSnnen auch hier die G1. (t4), (15) abgeleitet werden. Allerdings 

ist zu beachten, da~ jetzt  die Koeffizienten yon GI. (31) dann verschwinden, wenn 
die P~rit~t yon (11 § 12 § 1s) ungleieh der Pari ts  yon L i s t ,  so dal~ anstelle yon 
G1. (16) nun die folgende gilt: 

G(u) = �89 + ( - i ) ~  g ( - u ) ]  
cr 

= (2~)-~/~ [dlc  k~r {e~u + ( --1)~ e -~u} .  (32) 

0 
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Durch  Einsetzen der G1. (29, 30) und Beriicksichtigung yon 

]L ( -x )  = ( - l ) L  jL(x) 

erh/s man  daraus  
r  + c o  

G(u) = [(--i)L/~z] ~ dr r~/(r) ~ dlc k2jL(lCr) e t,l~u . (33) 
O - - o 0  

An dieser Stelle kann  die ~quiva lenz  mi t  Sacks Resul ta ten  wieder gepriift  wcrden. 
Aus G1. (33) folgt n~mlich vermSge G1. (i3A) 

f du G(tu) PL(U) = f dr(r/t) l(r) (2!~) dk(k2rt) jn(kr) ]L(kt) 
- - 1  0 --r 

c o  

: I" dr(r/t)/(r) ~(t - r) 
0 

1 

f du G(tu) PL(U) = /(t) (34) 
- - 1  

in l~bere ins t immung mi t  Sacks zweiter Arbei t  [4]. Da  anderersei ts  

f dk ]L(k) e Ikx = Y~i L PL(X) h(x) (35) 
- -  r 

mit  

h(x) = i wenn l x ] < i (35.t.) 
= 0 w e n n  [ x [ > i 

gilt, finder m a n  fiir G(u) auch die Darstel lung 
oo 

G(u) = - (d /du)  ~ [ dr r/(r) PL(U/r) h(u/r) . (36) 
0 

Zur A u s w e r t u n g / s t  zu bemerken,  da$ sich 

-- (d/du) 2 {PL(u/r) h(u/r)} = (d/du) { ( - t )  L+I 5(u -? r) § ~(u -- r)} + 

+ [L(L § t)/2r] { ( - - l )L  5(u -~- r) + ~(u -- r)} -- 

-- r -2 P~(u/r) h(u/r) (37) 

ergibt,  wodurch man  ffir G(u) die weitere Darstel lung 
1 

G(u) = (~L {(d/du) [u/(v)] § �89 L ( L  § l ) / ( v )  § f dx x-~/(v/x) P~(x)} (38) 
0 

(~ = Vorzeichen yon u, v = [ u ]  

erh/~lt. Ffir L = 0 ergibt  sich wieder die frfihere G1. (i8). Ffir L = i ]is sich das 
Resu l ta t  auch in der Fo rm schreiben 

G(u) = U -1 (d/dv) {v ~ /(v)} , (39) 

'~hnlich der von S a c k  [4] fiir dicsen speziellen Fall  angegebenen.  
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