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Bipolare Entwicklungen, Fouriertransformation
und Molekulare Mehrzentren-Integrale
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Eidgendssische Technische Hochschule, Ziirich
Eingegangen am 22. Februar 1967

Die bipolare Entwicklung einer Wechselwirkung, welche vom Abstand zweier Punkte
abhingt, wird vermittelst der Fouriertransformation hergeleitet. Dies fithrt zu einer neuen
Darstellung der radialen Entwicklungskoeffizienten, nimlich als Integrale iiber sphirische
Besselfunktionen. Es wird gezeigt, daB diese Form der bipolaren Entwicklung zur Berechnung
von Elektronenwechselwirkungsintegralen zwischen drei und vier Zentren geeignet erscheint,
da im Gegensatz zu fritheren Darstellungen die Zerlegung des Raumes in verschiedene
Integralbereiche mit komplizierten Begrenzungen fortfallt. Die entwickelte Methode erlaubt
auch, fiir nichtzentrosymmetrische Wechselwirkungen eine bipolare Entwicklung herzuleiten.

The bipolar expansion of an interaction potential between two points is derived through
use of the Fourier transform. A new representation is found for the radial expansion coefficients,
viz. in terms of integrals over spherical Bessel functions. This form of the bipolar expansion
is shown to be particularly suited for the evaluation of electroninteraction integrals, since the
space is not divided in various regions of integration with complicated boundaries. By this
method it is also possible to derive a bipolar expansion for non-centrosymmetric interactions.

A Paide de la transformation de Fourier nous obtenons le développement bipolaire d’un
potentiel d’interaction dépendant de la distance de deux points. Les coefficients radiaux sont
alors donnés par des intégrales sur des fonctions sphériques de Bessel, ce qui en constitue une
représentation nouvelle. Cette forme du développement bipolaire est particulidrement bien
adaptée au calcul des intégrales d’interaction électronique & 3 ou 4 centres, parce qu’il n’est
plus nécessaire de décomposer ’espace d’intégration en plusieurs domaines aux limites com-
plexes. Cette méthode permet également un développement bipolaire pour des interactions
de symétrie inférieure.

Einleitang

Die Wechselwirkungen zwischen Elektronen, welche in der molekularen
Quantenmechanik eine wesentliche Rolle spielen, sind bekanntlich Ursache
mathematischer Komplikationen. Insbesondere bereiten die Energie-Integrale,
welche sich iiber drei oder vier Atomorbitale vom Slaterschen Typ (STAQO’s) er-
strecken, trotz mancher Fortschritte noch erhebliche Schwierigkeiten. Nun be-
ruhen alle Methoden zur Berechnung solcher Integrale auf geeigneten Entwick-
lungen von rig i.e. des inversen Abstandes zweier Volumelemente, und fir die
Integrale, welche sich iiber drei und vier Zentren erstrecken, bietet die sogenannte
bipolare Entwicklung einen moglichen Ausgangspunkt. Diese Entwicklung wird
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in der vorliegenden Untersuchung in neuartiger Weise diskutiert und eine Formu-
lierung gefunden, welche zur Integralberechnung aussichtsreicher erscheint.

Ein spezieller Fall der bipolaren Entwicklung wurde zuerst von CARLSON und
RusHBROOKE betrachtet [1]. Der allgemeine Fall wurde spéter von BurHLER und
HirscHFELDER behandelt, welche allerdings die Entwickiungskoeffizienten nur
von Term zu Term in numerischer Form angeben konnten [2]. Die allgemeine
mathematische Natur der Funktionen, welche die Entwicklungskoeffizienten
darstellen, wurde erst kiirzlich in zwei schonen Arbeiten von Sack klargestellt
{3, 41

Im folgenden leiten wir die bipolare Entwicklung mit Hilfe der Fourier-
Transformation her. Dieser Weg ist wesentlich einfacher und durchsichtiger als
die friiheren Ableitungen und erlaubt auch, den Fall des nichtzentrosymmetri-
schen Wechselwirkungspotentials ohne Umstinde zu erledigen. Ferner gelangt
man so zu einer anderen Darstellung der Entwicklungskoeffizienten, welche in
gewissem Sinne flexibler ist und fiir die vieldimensionale Integration deshalb ge-
eigneter erscheint, weil die Aufteilung des Raumes in mehrere Integrations-
bereiche mit komplizierten Grenzen und verschiedenen Integranden fortfallt.
Naturgemif bezieht sich diese Art der Ableitung auf solche Wechselwirkungs-
potentiale, fiir welche Fouriersche Integraldarstellungen existieren.

1. Allgemeine zentrosymmetrische Wechselwirkung

s sei f(ry,) eine Funktion des Abstandes 7, = | x; — x, | , welche eine Wech-
selwirkung zwischen den Punkten x, und x, bedeutet. Sie werde durch das
Fourierintegral

f(rig) = (27'5)_3/2 j dk (k) eik(xl ~ %) )
dargestellt, in welchem
k= {ky, ky, by}, dk = dky dkydks, k= (1} + K& + K)h

bedeuten und ¢(k) nur von k abhingt. Wir fithren nun zwei willkiirliche Zentren
x4 und xp ein und definieren die Abstdnde

=Xy~ X4, ¥a=—(Xy— XB), ¥3=X4— XB. (2)

Dann 148t sich die Integraldarstellung (1) in der Form
frra) = @)y~ [ ke plk) eFrs Frs ibrs )
schreiben. In dieser Gleichung substituieren wir nun die Entwicklung fiir ebene

Wellen in Kugelwellen, nédmlich

00 1

gkr — dog S S il jykr) Yim(Op) YH(6'¢) 4)

=0 m=—1
wo die Yj, Kugelfunktionen sind und ji(x) die sphdrischen Besselfunktionen,
welche mit den reguliren Besselfunktionen erster Art, J,(x), durch die Identitédten
@) = (f2a) Ty () (6)
zusammenhingen. In Gl. (4) sind fiir £ und » Kugelkoordinaten eingefithrt gemB3:
r = r{cos ¢ sin 0, sin ¢ sin 0, cos 6} (6)
k= k{cos ¢’ sin &, sin ¢ sin &', cos 0} . (6.1)
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Dreimalige Substitution von Gl (4) in Gl. (3) ergibt die bipolare Entwicklung

f(r15) =IZ C(l,m) B(l) Y (I,m) , (7)
wo
I={L 11}, m={mmymg, (8)
und
co L oo [ oo Iy
2=2 2 _ 2 2 2 2 (8.1)
Im L=0m=—10 1,=0my=—10,1,=0 my=-14

bedeuten. Die Faktoren C, R und Y sind folgendermaBien definiert:
C(lm) = 222 J j 00" sin 0 A’ Y (0, ') Y (0, 0') Vi (0, 0)

3 1 L1l L 1,1
= a2+ 1) @) @ T (, ) (D) )
Y({l,m) = Yllm1(01<P1) le"l2(02902) Ylsm3(93¢3) s (10)
R(E) = 16(2n) s i+ b+ [ b 12 §(8) ju(br) juflra) uorg) - (1)
0

In Gl (9) stellen ( bials
My Mg Mg

nur dann von Null verschieden, wenn die folgenden drei Bedingungen alle erfiillt
sind:

) die Wignerschen 3j-Koeffizienten dar. Die C(I,m) sind

b+ 1y lg=gerade, m + my+mya=0, Li<l4 1. (12)

Die durch die Gl. (7) bis (11) gegebene Form der bipolaren Entwicklung unter-
scheidet sich von der durch Sack auf anderem Wege abgeleiteten durch den Aus-
druck (11) fiir die Radialfunktion R(). Um die Beziehung zu Sack’s Formulierung
herzustellen, bemerken wir, dafl die sphirischen Besselfunktionen von Gl. (5) den
folgenden Identitéten geniigen

grt — S (2 4+ 1) i i) Po), (13)
=0
1
i i) = %f dt Py(t) eiat . (13.1)
-1

Durch dreifaches Einsetzen der Integraldarstellung (13.1) in der Definition (11)
erhdlt man fir R(I) den Ausdruck

1 1 1

R(I) = j dt, jdtz j dty Pr(ty) Pilty) Puglts) glrity + rata + 1) (14)
—1 —1 —1
mit
) = 2(2m)~""> f dk k2(k) e the, (15)
[1} .

Wenn man in Gl. (18) die Substitutionen #, — (—¢;), &, — (—ty), t3 — (—£;) vor-
nimmt, findet man, dafl g(«) auch durch g( —u) ersetzt werden kann, da wegen des
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Verschwindens der Koeffizienten C(Im) die Summe [, + I, + I3 stets gerade ist.
Folglich kann man in Gl. (14) anstelle von g(u) auch

Gw) = 3{g(u) + g(—w)} = (2n) ™ j dk k* $(k) etleu (16)
Glu) = (djdu) {2m)~ j dle( —ik) p(k) eiFu} (16.1)

benutzen, da ¢(—k) = $(k) ist, wie aus den Gl. (29), (30) erhellt.
Andererseits kann die Fourierdarstellung (1) folgendermafien umgeschrieben
werden:

fr) = @m)~"h j dk d(k) eikr

= (2m)~" j dk k2 (k) j j 40’ sin 0 dg’ etk cos '
o] 1

— @~ { dk 12p(y [ dt etire
Jameo |

= @)~ [ dl (—ikfr) $(8) et

400
() = (—i) @m)~" j dk k (k) eitr . (17)

Diese Gleichung gilt fiir > 0. Im Falle r < 0 folgt aus Gl. (17)

+00
rf(—r) = (—¢) (27)~" j dk k ¢(k) etkr (17.1)

Man findet daher —m
G(u) = (dfdu) {uf(| u )} (18)

fiir # 20, und damit ist die Beziehung zu Sacks Ergebnissen {4] hergestelit.

2, Coulombsche Wechselwirkung und Mehrzentren-Integrale
Die Funktion
fr)=rtewr (n=0) (19)
hat die Fouriertransformierte
$(k) = (2fn)'lr (—0fop)m (k* + p?)~ . (20)
Fiir imaginares u beschreibt f(r) eine verallgemeinerte Kugelwelle, fiir positives
u beschreibt f(r) ein anziehendes Potential. Fir n =0, u = 0 ergibt sich das

Coulombpotential, und fiir dieses existiert demnach eine bipolare Entwicklung
mit der sich aus Gl. (11) ergebenden Radialfunktion

R(I) = (16/r) ila+iatle J dk jiy(kry) jip(krs) fug(krs) - 21)
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Der Zusammenhang mit Sacks Ergebnissen kann auf zweierlei Weise hergestellt
werden. Substitution von ¢(k) in Gl. (16) ergibt fiir G(u) die Dirac delta-funktion

+o0
(u) = 71 j dk et = 28(w) , (22)

in Ubereinstimmung mit Sacks zweiter Arbeit [4]. Andererseits ist bekannt, daB
das Integral (21) proportional der Appelfunktion F, ist {5], durch welche R(J) in
der ersten Sackschen Arbeit dargestellt wurde [3]. Mit Hilfe von (22) ergibt sich
aus Gleichung (14) auch die Darstellung

+oco 400
B(l) = (2[ryryry) stl‘fdsz pll(sl/ﬁ) Plz(sz/rz) pr(—8— 85[73)
wobei o

pi(x) = pia) , fir |z|<1,
=0 ,fir|z|>1.
Die Integraldarstellung (21) erscheint zur Berechnung von Multizentreninte-

gralen geeignet, und zwar vor allem deshalb, weil alle bisherigen Methoden in den
vier Gebieten

St |1y — 1| <y <1y + 1y

S n =T+ 7g
Sy 7y =rytn
Sg: 1y =1+ 7,

zu wesentlich verschiedenen funktionellen Formen von R(I) gefithrt haben, wodurch
die sechsdimensionale Integration sehr verwickelt wird.
Benutzt man hingegen die Darstellung (21) zur Berechnung des Integrals

J = J av, j AV, o' (1) 0"(2)/r (23)
so erhalt man
J = 2 C(Im) Ylama (03%) Flm("s) (24)
Im
wobeil
Fiml(rs) = (16/) it lotla j Ak F' 1y (k) B 1ymo() G (rs) (25)
0
und
P rym(k) = j j j ATy iy (0xp1) fusrs) ') , (26)
F" (k) = j j j V3 Yty (Bapa) fin(lrs) " (7) - (26.1)

sind. Komplizierte Begrenzungen von Integrationsbereichen treten nicht auf. Im
Fall eines Vierzentrenintegrals wire

o’ = yaye, (27
"= yBxD, (27.1)
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wobel y4, ¥, %c, yp Atomorbitale sind. ZweckméBig wird man dann die in Gl. (2)
eingefithrten Zentren etwa mit den Atomzentren von y 4 und y g identifizieren.

Die Auswertung der Integrale (25) und (26) bereitet selbstverstandlich immer
noch gewisse Schwierigkeiten, aber Fortschritte auf dem Gebiet solcher Fourier-
quadraturen sind in letzter Zeit von verschiedenen Autoren erzielt worden [6, 7,
8, 9, 10].

3. Nichtzentrosymmetrische Wechselwirkungen

In seiner zweiten Arbeit [4] wirft SAck das weitere Problem auf, eine bipolare
Entwicklung fir Wechselwirkungspotentiale von der Form f(ris) Yim(012¢40) Zu
finden, ohne indessen zur allgemeinsten Losung zu gelangen. Vermittelst der
Fouriertransformation kommt man auch hier recht einfach zum Ziele, und die
Losung ist nicht wesentlich komplizierter als im zentrosymmetrischen Fall.

Die Fourierdarstellung des Wechselwirkungspotentials wird jetzt

f(r1s) Y z3a(O5a, ¢10) = (270) 2 j dk $(k) Y Lu(0'¢’) ekl —xs) (28)

wobei f(r) und ¢(k) durch die Hankeltransformation in Beziehung stehen. Setzt
man namlich

rf(r) = g(r) , ik (k) = (k) , (29)
dann gilt
(k) = (2m)'e j dr(kr) r(br) g(r) (30)
0
g(r) = 2} j dk(kr) jrr) (k) . (30.1)

Die in Abschnitt 1 durchgefiihrte Ableitung 1466 sich hier in gleicher Weise wieder-
holen, und man erhilt auch das gleiche Resultat, mit der einzigen Ausnahme, da@3
jetzt die Konstante O(Im) nicht mehr durch GL (9) bestimmt, sondern durch die
allgemeinere Definition

Cru(im) = 2n2j [ db’ sin 0'dg’ Y oar(0'0) Vi, (00) Tin, (00) Yig, (09

=Fa(—1ym 5 24+ 1) [2L + 1) @4 + 1) 2+ 1) (2 + D x
A

LA Alyly \(LI, A\ (Al (31)
Mmypf \pgmymy/)\000/ 000

M = m; + my + mg, W= My + My (31.1)

X

wobei

ist.

Aus GIL. (11) kénnen auch hier die Gl. (14), (15) abgeleitet werden. Allerdings
ist zu beachten, daB jetzt die Koeffizienten von Gl. (31) dann verschwinden, wenn
die Paritét von (I, + I, + ;) ungleich der Paritdt von L ist, so daB anstelle von
Gl. (16) nun die folgende gilt:

G(u) = 3lg(w) + (1) g(—u)]

— @) J ke k2 (k) {e5% + (—1)L e~thu) . (32)
o
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Durch Einsetzen der Gl (29, 30) und Beriicksichtigung von
(=) = (—1)Ejr()

erhalt man daraus

H(u) — [(—@)L/n]jdr r2f(r) j dle k2 (kr) eike . (33)

An dieser Stelle kann die Aquivalenz mit Sacks Resultaten wieder gepriift werden.
Aus Gl. (33) folgt namlich vermdge Gl. (13.1)

o0

J du C(tu) P Jdr #ft) H(r) (2) j k(krt) jrikr) jo(kt)

—00

= J'dr(r/t) f(r) 6@ — )

jldu C(tu) Prfu) = (1) (34)
in Ubereinstimmung mit Sacks zweiter Arbeit [4]. Da andererseits
T dk jr(k) etkz = qil Pp(x) h{x) (35)
mit -
h(z) =1wenn|z|<1 (85.1)

=O0wenn |z |>1

gilt, findet man fiir G(u) auch die Darstellung
G(u) = — (d]du)? J dr rf(r) Pr(ufr) h(ufr) . (36)
8

Zur Auswertung ist zu bemerken, daBl sich

— (dfdu)? {Pr(ufr) h{ufr)} = (djdu) {(—1)L+1 d(u + r) + S(u — #)} +
+ [L(L A4 D2r] {(—=1)E 6(u + 7) 4 S(uw — )} —
~— 72 P{ufr) h(u/r) (37)

ergibt, wodurch man fiir G(%) die weitere Darstellung
1
G(w) = o {(dfdu) [uf(0)] + ¥ UL + 1) f0) +  dvo~*f(oj) Pl(a) (38)
0

o = Vorzeichen von u, v = |u|

erhiilt. Fiir L = 0 ergibt sich wieder die frithere Gl. (18). Fiir I = 1 148t sich das
Resultat auch in der Form schreiben

G(u) = ut (dfdv) {+* f(v)}, (39)

dhnlich der von Sack [4] fiir diesen speziellen Fall angegebenen.
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